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12 Goniometrische formules

Voorkennis Goniometrische formules herleiden

Bladzijde 143

(1] a y

sin(a + %n) =yp =x, = cos(a) oftewel sin(4 + %n) = cos(4).
cos(a + %—n) =xp= -y, = -sin(a) oftewel cos(4 + %n) = -sin(4).
b sin(4)=-cos(4 + %n) =cos(4 + %n + 1) = cos(4 + l%n) =cos(4 + l%n —2m)=cos(4 — ;-n)

(2) e y

y =sin{a— %n) =yp=-x,=-cos(a), dus y = -cos(a).
b y=cos(a— %n) =xp =y, = sin(a), dus y = sin(a).

y=sin(a + l%n) =yp=-x,=-cos(a), dus y = -cos(a).
d y=cos(a+ l%n) =xp =y, = sin(a), dus y = sin(a).
e

<

y= sin(%n —a)=ygz=1x,=cos(a), dus y = cos(a).
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f y= cos(%n —a)=xz=y,=sin(a), dus y = sin(a).
g y

y= sin(l%n —a)=yy="x,=-cos(a), dus y =-cos(a).
h y= cos(l%n - a)=xz=-y,=-sin(a), dus y = -sin(a).

Bladzijde 144
[i] a y=sin(2x— %n) = cos(2x — %n S %n) =cos(2x — %n)
b y=-sin(3x— %n) =sin(3x — %n + 1) = sin(3x + %n) =cos(3x + %n = ,_171t) =cos(3x + %n)
c y=cos(%x+‘1¢1t)= sin(%x+%1t+%n)= sin(%x+%n)
d y=-cos(2(r - 1m)) = cos(2x — I +m) = cos(2x + Im) = sin(2x + 31 + §m) = sin(2x + 157)

12.1 Goniometrische formules bij vergelijkingen en herleidingen

Bladzijde 145
ﬂ a sin(2x) +sin(x)=0

sin(2x) = -sin(x)
sin(2x) = sin(x + m)

b 2sin®(x) =3 cos(x)
2(1 — cos?(x)) = 3 cos(x)
2 —2cos?(x) =3 cos(x)
2cos?(x) +3cos(x) —2=0

Bladzijde 147

H sin(2x—%n)=—cos(x+%n)
cos(2x—%n)=cos(x+ 1%7:)
2x—%n=x+1%n+k-2nv2 —%n=-x—l%n+k-2n
x=2%n+k-2nv3x=—%n+k-2n
x=2%n+k-2nvx=—én+k-%n
xin [0,2x] geeftx=%nvx=%nvx=1%nvx= I2n

ﬂ a sin(x+%n)=cos(2x)
cos(x) = cos(2x)
x=2x+k-2nvx=-2x+k-2n
x=k:2nv3x=k-2n
x=k-2nvx=k-%n
xin[0,21t]geeftx=0vx=§7th=1%nvx=21t

b sin(3x) =-cos(x)

cos(3x — %n) = cos(x + )
3x—%n=x+n+k-2nv3x—%n=—(x+1t)+k-21t
2x=1%7r+k-2nv3x—%n=—x—n+k~2n
x=%n+k'nv4x=-%n+k'2n
x=%n+k-nvx=—%n+k-%n
xin[0,21t]geeftx=%nvx=l%nvx=%nvx=%nvx=1%nvx=1%n
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€ sin’(x)+ %cos(x) =1

1 - cos?(x) +3cos(x)— 1=0

-cos2(x) + 3 cos(x) = 0

-cos(x)(cos(x) — %) =0

cos(x) =0 v cos(x) = %

x=%n+k-7rvx=%7t+k- 2nvx=-in+k-2n

x in [0, 2] geeft x =37 v x = 1%nvx=%nvx= 13x
d sin(3x)++/3 - cos(3x)=0

sin(%x) = —\/§ . cos(%x)

sin(é—x) o
cos(%x) - \/5

tan(;x) =3

x in [0, 2x] geeft x = lgl,:rr

Y a cos(2nr) =sin(3mz)

cos(2nt)=cos(%nt—%n)
2nt=%m‘—%n+k-2nv2m‘=—(%1tt—%n)+k- 2n
1%nt=-%n+k' 2nv2nt=—%m‘+%n+k- 2n
I5t=-3+k-2v2imt=in+k- 2n
t=-3+k-13v2ii=l+k-2
t=-3+k-vi=t+k-%
tin[0,3] geeftr=1vr=25ve=tvr=1%vs=23
b sin(ént) =-cos(nt)
cos(%nt—%n)=cos(nt+n)
ént—%n=nt+n+k'2nvént—%n=—nt—n+k' 2n
st=g=t+1+k-2vir-l=——1+k-2
S=ly+k-2viti=-t+k-2
t=-13+k-25ve=-2+k- 13
tin[0,3] geeftr=3v=3vr=1%

Bl @ 2sin?(x) + cos?(x) + cos(x) = 0

2(1 — cos?(x)) + cos*(x) + cos(x) =0
2 —2cos?(x) + cos?(x) + cos(x) = 0
cos}(x) —cos(x) —2=0
(cos(x) + 1)(cos(x)—2)=0
cos(x) =-1 v cos(x)=2
x=n+tk'2n
xin[0,2xn] geeftx==n

b sin(2x— %n) = —cos(%x)
cos(2x — %n - %n) = cos(%x + 1)
cos(2x — %n) =cos(3x +m)
2x—%n=%x+n+k~ 2nv2x—§n=—%x—n+k- 2n
Lzx=1n+k-2nv2ix=-tn+k-2n
x=1in+k- 1%nvx=—%n+k-‘51n

- 2 1 8
xin[0,2n] geefix=1nvx=snvx=Ign
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c cos(};nt)=—sin(%7tt)
sin(};m +im)= sin(%nt + )
%nt+%n=%nt+n+k-2nv‘1—‘m‘+%n=n—(%nt+n)+k'2n
Ll=lit 14k 2vgt+i=1-Gt+ 1) +k-2
~2t=1+k-2vipt=-3+k-2
t=-R+ k- Qvit=-3$+k-§
£in [0,10] geeft t=10v r=23% v =53 v =85
d cos(%nx)=\/§ -sin(%ﬂ:x)
sinGmx) |
cos(%nx)_ﬁ
tan(%nx)=;-\/§
%nx=%n+k~n
%x=%+k-1
x=%+k'3
xin[0,10]geeﬁx=%vx=3%vx=6%vx=9%

ﬂ a 2sin(x)=sin(x)

sin(x) =0

b sin(2x) =sin(x)
2x=x+k-2nv2x=n—x+k'2n

c -

d —

e sin(2x) =sin(x + %n)
x=x+3m+k: 2nv2x=m—(x+3m)+k-2n

f e

Bladzijde 148

B v

b f(x) =52 geeft sin(x) =32
x=-in+k-2nvx=n—-‘1¢n+k-2n
x=—‘1¢n+k'2nvx=1‘1¢n+k'2n

x in [0,2n] geeftx = 13w v x = l%n
c g(x)=%geeft —cos(2x)=%
cos(2x) =-3
2x=§-n+k~21tv2x=—§n+k-27t
x=intk-mvx=-jn+k-m

x in [0, 2] geeftx=%nvx= l%n vx=§nvx= 1§n
d f(x) = g(x) geeft sin(x) = -cos(2x)
cos(x — %n) =cos(2x +m)

x—%n=2x+n+k-2nvx—%n=—(2x+n)+k'2n
-x=1%1t+k-2nvx—%n=—2x—n+k-27r
x=-1%n+k'2nv3x=-%n+k-2n
x=—l%n+k-2nvx=—én+k'§n

x in [0, 27] geeftx=%nvx=lénvx=1%n

fx)<glx) geeftx=Lnviin<x<iin
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Kl f(x) =g(x) geeft sin(2x — 3m) = -cos(x — + )
cos(2x—§n)=cos(x+§1r)
2x—§n=x+%n+k-2nv2 —§n=—x—§n+k-2n
x=§n+k'2nv3x=k-27t
x=1§n+k-2nvx=k-§n
x in [0,27] geeftx=1§nvx=0vx:§nvx=1§nvx=n

in

0= [ (fx) = g dx =
0

(sin(2x — ;-n) + cos(x — én)) dx= [—%cos(Zx - :l,jn) + sin(x — én)]f)n

O —

= -%cos(n) + sin(%n) - (—%cos(—%n) + sin(—én)) = % +1- (—4l = %) = 2%
13n 1n 2
oW)= j (f(x) - g(x)) dx = j (sin(2x —7) + cos(x — gm)) dx = [-Fcos(2x — fm) + sin(x — §m)] "
i iln ’
=-3c0s(3m) + sin(13m) - (-3cos(2}m) + sin(1im) =1 — 1~ (-1 -y=1
il
De oppervlakte van V'is 1—4 =9 keer zo groot als de oppervlakte van W.
7)

A f0) =7 geeft sin2x —im) =

2x—%1t=%n+k-2nv2x—§n=fgn+k-21r
=im+k-2nv2x=1in+k-2n
x=};n+k'nvx=%n+k'n

Het is duidelijk dat het kleinste deel het deel boven de lijn y=%is.

(=]

7
et

)

Dus 0= [ (/@)= dx= [ (sin(2x~{m) -5 dx = [-Jeos(2x ~ m) ~1x] 7
in in
=-3¢08@Em) ~ ;m — (-300s(Gm) —gm) =3 ~3\B~Fm+5- 5B +in

=1 a4 1/ 1
=i3+53-5n=33-in

m Er geldt a = (cos(a))’ b= (COS('B)) en £(a, 3) =a-p.

sin(a) sin(f%)
(cos(a) .(cos(ﬂ))
el sin(a)/ \sin(p)

jal B 11 = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(B)

cos(a — f8) = cos(L(a, 3)) =

Bladzijde 149
B @ cos(t— u) = cos() cos(u) + sin(f) sin(u)

u vervangen door -u geeft
cos(t + u) = cos(t) cos(-u) + sin(¥) sin(-u)
cos(t + u) = cos(f) cos(u) + sin(z) - -sin(u)
cos(f + u) = cos(f) cos(u) — sin(£) sin(u)

b cos(t + u) = cos(?) cos(u) — sin(¥) sin(u)
u vervangen door u — %n geeft
cos(?+u-— %ﬂ) = cos(f)cos(u — %n) — sin(?) sin(u — %n)
sin(t + u) = cos(f) sin(u) — sin(¢) * -cos(u)
sin(f + u) = cos(f) sin(u) + sin(¥) cos(u)
sin(z + u) = sin(¢) cos(u) + cos(¢) sin(u)

¢ sin(f + u) = sin(?) cos(u) + cos(?) sin(u)
u vervangen door ~u geeft
sin(t — u) = sin(¢) cos(-u) + cos(¢) sin(-u)
sin(t — u) = sin(¢) cos(u) + cos(¢) - —sin(u)
sin(f — u) = sin(#) cos(u) — cos(?) sin(u)
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Bladzijde 150

@ sin(? + ) = sin(¢) cos(u) + cos(?) sin(u)
t=Aenu=A geeft
sin(4 + A4) = sin(4) cos(A4) + cos(4) sin(4)
sin(24) = 2 sin(4) cos(A4)

cos(? + u) = cos(f) cos(u) — sin(¢) sin(x)
t=Aenu=A4 geeft
cos(4 + 4) = cos(4) cos(4) — sin(A4) sin(4)
c0s(24) = cos*(4) — sin?(4)
b cos(24) = cos¥(4) — sin®(4)
c08(24) = cos*(4) — (1 — cos?(4))
c0s(24) = cos¥(A) — 1 + cos¥(4)
cos(24) =2cos¥(A) - 1

cos(24) = cos?*(A) — sin?(A)
cos(24) = 1 — sin?(4) — sin®(4)
cos(24) = 1 — 2sin?(4)

a cos(24)=2cos?(4)—1
2c0s%(4) =1 + cos(24)
cos¥(4) =1 +1cos(24)

b cos(24) =1 —2sin?(4)
2sin®(4) =1 — cos(24)
sin?(4) =1 — 1cos(24)

a sin(x— }Tn) = sin(x) cos(}n) — cos(x) sin(}1 m) = sin(x) %\/E —cos(x) %\/7 = %\/E(sin(x) — cos(x))
b sin(57) = sin(%n —im) =sinGm) cos(3m) — cos(37) sin(};n) =53 %\/5 132

=6 —1V2=36—-2)
¢ sin(x+ ‘lzn) = sin(x) cos(}T ) + cos(x) sin(}; ) = sin(x) %\/E + cos(x) - %\/7 = %\/E(sin(x) + cos(x))
d sin(5m) =sinGn +§7) = sin(3m) cosGm) + cosGm)sinGm) =533 * 532 +5 * 72

NS NN

@ cos(f;m) = cos(3m — ) = cos(rm) cos(zm) + sinGm)sinGm) =7 52+ 53 52 =46 +52

: 1 _1 1 1 _1 1.1 1 1
b sin’(sm) =5 —3c08GM) =37 2v2 =27 7y2

sin(gm) = V3~ 12 V sinGm) =-y3 32
vold. niet, want sin(%n) is positief
cos(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) = cos(4x — x) = cos(3x)

sin(l%x) cos(x) — cos(l%x) sin(x) = sin(l%x —x)= sin(%x)
cos(%x) cos(lix) ] sin(%x) sin(l};x) = cos(%x + lix) = cos(2x)

[ = "N I - S - ]

sin(13x) cos(15x) + cos(13x) sin(1%x) = sin(1}x + 13x) = sin(3x)

sin(x) (sin(4x) — sin(2x)) + cos(x) (cos(4x) + cos(2x)) =

sin(x) sin(4x) — sin(x) sin(2x) + cos(x) cos(4x) + cos(x) cos(2x) =
cos(4x) cos(x) + sin(4x) sin(x) + cos(x) cos(2x) — sin(x) sin(2x) =
cos(4x — x) + cos(x + 2x) = cos(3x) + cos(3x) = 2 cos(3x)

a 2sin(x)cos(x) = sin(x — 1)
sin(2x) = sin(x — 1)
2x=x—1+k-2av2x=n—(x—1)+k-2n
x=-1+k'2nv2x=n—x+1+k:2n
x=-1+k'2nv3x=n+1+k:2n
x=—1+k-2nvx=§n+%+k-%n
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Gebruik cos%(4) = 5 + 5 cos(24).
cos?(2x) = cos(4x) + 3

1+ 3 cos(4x) = cos(4x) + %

-21- cos(4x) = cos(4x)

cos(4x)=0

4x = %TC +k-m

x= lgn +k- %n

Gebruik sin?(4) =5 — 5 cos(24).
sin%(}x) = cos(x) + 1}

% = % cos(x) = cos(x) + 1}7

-13 cos(x) =3

cos(x) = —%
x=§n+k~2nvx=-%n+k' 2n
(sin(x) + cos(x))* = 13

sin?(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos?(x) = 13
sin?(x) + cos¥(x) + sin(2x) = 13

1 +sin(2x) = 13

sin(2x) =3
x=ilm+k-2nv2x=n—in+k-2n
x=%n+k- nv2x=%n+k~ 2n

=1 : =5 7
x=prntk avi=gprtk-n

’ ’\ ¥ = sin?(x) + cos(2x)
/\ / X

=1 =1
=3, dusa=3.

’ +
De evenwichtsstand is I 2 0

De amplitude is 1 —5 =3, dus b =35.

De periode is &, dus ¢ = %IE =12,
Een hoogste punt is (0, 1), dus y = % + %cos(2x).
Gebruik sin®(4) =5 — 3cos(24).
y = sin?(x) + cos(2x)
= % = %cos(2x) + cos(2x)
=1+ 5cos(2x)

F] sin(3x)=sin(2x +x)

= gin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x)

= 2 sin(x) cos(x) cos(x) + (1 — 2 sin*(x)) - sin(x)
= 2sin(x) cos?(x) + sin(x) — 2 sin*(x)
=2sin(x)(1 — sin?(x)) + sin(x) — 2 sin3(x)

= 2sin(x) — 2 sin*(x) + sin(x) — 2 sin®(x)

= 3 sin(x) — 4sin’(x)
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Bladzijde 151
F1] a Gebruik sin’(4) =1 — 1 cos(24).
y=1—cos(x) — sin%(3x)
=1-—cos(x)— (% - %cos(x))
=1-cos(x) - % + %cos(x)
=3~ 7c08(x)
b cos(3x) =cos(2x + x)
= cos(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)
= (2cos*(x) — 1) * cos(x) — 2 sin(x) cos(x) sin(x)
=2 cos’(x) — cos(x) — 2 sin?(x) cos(x)
=2cos*(x) — cos(x) — 2(1 — cos*(x)) * cos(x)
= 2cos*(x) — cos(x) — 2 cos(x) + 2 cos?(x)
=4 cos(x) — 3 cos(x)

-cos(A4) = cos(4 + m)

sin(4) = cos(4 — %n)

cos(24) = 1 — 2 sin¥(4) oftewel sin%(4) =1 — L cos(24)
cos(24) =2 cos¥(4) — 1 oftewel cos’(4) = 5 + 3 cos(24)
cos(4) =sin(4 + %n)

o Aan oM

12.2 Goniometrische formules bij symmetrie en primitiveren

Bladzijde 153
Gl xp=-x,enyz=y,
X=Xy N Y=Yy

Bladzijde 155
m a Invoorbeeld a worden twee functiewaarden apart berekend die achteraf gelijk blijken
te zijn. -
In voorbeeld b wordt in één keer de som van twee functiewaarden berekend. Bij die
berekening vallen verschillende termen tegen elkaar weg.

b fGn-p)+fGn+p)=
sin(3m — p) — cosGm—p) + 1+ sinGm + p) — cos(jm + p) + 15 =
cosGm+p) = sinGm +p) + 15+ sin(Gm + p) - cos(Gm+p) + 13 =
Er geldt f1 (}‘n —p)+fi (4l +p) =2y,, dus de grafiek van f'is symmetrisch in het punt A(i T, 1%).

Bl o f(p)+f(p)=-pcos(-p) + pcos(p) = -pcos(p) + pcos(p) = 0
Er geldt f(-p) + f(p) =2 - 0, dus de grafiek van f'is symmetrisch in de oorsprong.
b g(p)=-psin(-p) =psin(p)
g(p) = psin(p)
Er geldt g(-p) = g(p), dusde grafiek van g is symmetrisch in de y-as.

Bladzijde 156

B o f(p) +/(p) = cos(-p)sin(-p) + cos’(p) sin(p) = cos*(p) - ~sin(p) + cos(p) sin(p) = 0
Er geldt f(-p) + f(p) =2 0, dus de grafiek van f is symmetrisch in O.

b fGn—p)=cos’Gn—p)sin(3n ~ p)
= (cos(%n) cos(p) + sin(%n) sin(p))? (sin(%n) cos(p) — cos(% m)sin( p))
=(0 - cos(p)+ 1+ sin(p))*(1 - cos(p) — 0 * sin(p)) = sin*(p) cos(p)
fGn+ p)=cos’(zm+ p)sin(m + p)
= (cos(% m)cos(p) — sin(% ) sin( p))? (sin(%n) cos(p) + cos(%n) sin(p))
= (0 cos(p) —1 - sin(p))* (1 - cos(p) + 0 - sin(p)) = sin*(p) cos(p)
Er geldt f(%n: -p)= f(%n + p), dus de grafiek van fis symmetrisch in de lijn x = %n.
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COS(41'I: P+ sm(47r p+1

= cos(4 mT)ycos(p) + sm(4 n)sin{p) + sin(}t n) cos(p) — cos(‘l1 n)sin(p) + 1

2 2cos(p)+2 2s1n(p)+2 2cos(p) —
fGm+p)=cos(Gm+p) +sinGGm+p)+ 1

2sm(p) +1= \/Ecos(p)+ 1

= cos(‘lt 1) cos( p) = sin(‘l1 ) sin( P+ sin(}1 n) cos(p) + cos(i wm)sin(p) + 1

2 2cos(p) — 5+/2sin(p) +1 5v2cos(p)

Er geldt f(4n P) f(4n + p), dus de grafiek van fis symmetrisch in de lijn x = 41t.
b f(%n -p) +f(%n +p)= cos(%n -p)+ sin(%n -p)t+1+ cos(%n +p)+ sin(%n +p)+1

= cos(% ) cos(p) + sin(%n) sin(p) + sin(% m)cos(p)

+3 2sm(p)+1—ﬁcos(p)+1

- cos(i—n) sin(p) + 1

ik cos(% m)cos(p) — sin(% m)sin(p) + sin(:4i mycos(p) + cos(% m)sin(p) + 1

=2 cos(%n) cos(p) +2 sin(%n) cos(p)+2=2" —%

2cos(p)+2 % 2cos(p)+2=2

Er geldt f (%n —p)t+fi (%n +p) =2y,, dus de grafiek van f'is symmetrisch in het punt A(%n, 1).

fGn—p)=sin(Gm—p)+\3 - cosgn—p)

= sin(é ) cos( - cos(é ) sin( p) e \/5 cos(é w)cos(p) + \/§ sin(é ) sin(p)
3sin(p) ++/3 - 3y/3cos(p) + /3 * 3sin(p) = 2cos(p)

2COS(P)
fGn+p)=sinGgn +p) +/3 * cos(3m + p)

= sin(% ) cos(p) + cos(é ) sin(p) + \/§ : cos(é ) cos(p) — \/3 : sin(é ) sin( p)
= %cos(p) + % 3sin(p) + \/§ . ;-\/?cos(p) =

\f3  3sin(p) = 2cos(p)

f(:gn -p)= f(én + p), dus de grafiek van fis symmetrisch in de lijn x =¢

a Flx)= %sin3(x) geeft F(x) = sin’(x) * cos(x) en dit is niet f(x),

dusy= %sin3(x) is geen primitieve van f.
b cos(24)=1—2sin*(4)

2 51n2(A) =1—cos(24)

sin?(4) =5 — —cos(2A)

Dus sm2(x) 5 —cos(2x)
¢ f)= 51n2(x) 1 —Lcos(2x) geeft F(x) =

Bladzijde 157

x —sin(2x) + ¢

a  f(x)=cos’(x) =3+ 5cos(2x) geeft F(x) = 2x +1sin(2x) + ¢

b g(x)=sin?(3x)=3— -cos(6x) geeft G(x) =5x —

5sin(6x) + ¢

c hx)= sm(2 X) cos(2 xX)=5 Lsin(x) geeft H(x) = -3 Lcos(x) + ¢
a I sin(2x) cos(2x) dx = J. %sm(4x) dx = cos(4x)] f)n
0 0
=-jeosGm) +geos(0)="§* "3 +5 1 =16 +5= 15
b j (2 - gsin?(x)) dx = [ (2~} + jeos(2x)) dx = j (12 + Lcos(2x)) dx

n in

= [l%x + %sin(Zx)]tn =

wi—

Hoofdstuk 12

127+ §sin(2m) — (13 in+ tsin(¢m))
“lrr0-Gr ) W 1

1
T—75V3
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in

N|—-

in

L) =nj (&) dx = nj in?(2x) dx = f(;-——cosmx»dx (b~ Lsin(ax)]”
0 0

= n(in — §sin(2m) — (0 —  sin(0)) = 2

EE] f(x) =0 geeft sin%(x) + sin(x) + 5 =0
(sin(x) +3)*=0
sin(x) =-1
x=_%7‘+k' 2nvx= lén+k- on
xin [0, 2] geeft x = linvx=13n
y

O| T Ain 12n2n

G —5c0s(2x) + sin(x) + D dx

Il
ey

liu

o) = j (sin?(x) + sin(x) + }) dx

Iim Iin
lgn

= J = —cos(2x) + sin(x))dx = [4x - ;s1n(2x) - cos(x)]

14

— o

1
= 1sin(32n) - cos(lsn) (%TI: = }‘sin(Z%n) - COS(léW))

B

o B G L)
?ln 8\/7 2[_§“+8\/_

:%7‘_4\/5

m a f(x)=2sin’(x) + sin(x) — 1 geeft (x) = 4 sin(x) cos(x) + cos(x)

J(x) =0 geeft 4sin(x) cos(x) + cos(x) =0

cos(x) (4sin(x) + 1)=0

cos(x) =0 v sin(x) =}
cos(x)=0geeftx=3n+k m dusx=3mvx= 15,
fGmy=2sin2(3n) +sinGm) —1=2-12+1-1=2
fimy= 2sin2(11n)+ sin(13m)—1=2- (-12+-1-1=0
sin(x) = -1 geeft f(x) =2 + (-3 —i—1=-1}
Dus B,= [ 15, 2].
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b f(x)=0 geeft 2sin?(x) + sin(x) - 1 =0
Stel sin(x) =u
2 +u—1=0

o) = jn(Z sin?(x) + sin(x) — 1)dx = j_[n(l —cos(2x) + sin(x) — 1) dx

n in

=

n(—cos(2x) + sin(x)) dx = [-3sin(2x) — cos(x)]%;[

Il
— o

a
A

= -}sinGm) — cosm) — (-zsinGm) - cos(zm)
= 03B 33

=B +IB+INB+L3E=133

EEl Domein [0, l%n] enp>0,dus f,(x)=p sin(%x) cos(%x) >0.
£,(x) =0 geeft psin(3x) cos(3x) = 0
sin(%x) =0v cos(%x) =0
Y=k -nvix=in+k-n
x=k-3nvx=1in+k-3n

xin[0, l%n] geeftx=0vx= 1%n

i i )
ow,)= J p sin(%x) cos(%x) dx = J %p sin(%x) dx = [%p d —%cos(%x)] (1)275 = —%p cos(m) + %p cos(0)
0 0

=ap+ip=1mp
O(V,) = 10 geefi 13p =10
=62
P =03

12.3 Eenparige cirkelbewegingen en harmonische trillingen
Bladzijde 159

t[{| P bevindt zich voor het eerst weer in (1, 0) als 7 gelijk is aan 27.
Dus na 2z seconden.

Bladzijde 160
F7 a De formules sin?(4) + cos*(4) =1 met 4 =137 en met 4 =¢
en cos(4 — B) = cos(4) cos(B) + sin(4) sin(B) met 4 = I%I enB=1.
b Voort= %n is PO=+/2-2 cos(ll—27t) ~0,26.
¢ PO=1geeft 2 —2cos(i)=1
2 200s(%t) =il
-2 cos(%t) =-1
cos(%t) =;—
%t=%n+k- 27‘5\/]5t=—:1;7[+k' 2n
t=%n+k-dnvi=-3n+k-4n
tin [0, 4] geeft t=§7rv t=3%n
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d Voerin y, =2 —2cos(;3x) en y, = 15.

De optie snijpunt geeft x = 3,392...enx =9,174...
y

y=y2- 2cos(%x)
13 P .

N

|
I
o| 3392..  o174.. 4n

X

PQ> 13 geeft 3,39 <1<9,17

El] a r=gm geeft A(cos(3m), sin(3m)) = 4(0, 1) en B(3 cos(:m), 3sin(tm)) = B(1L/2, 1L/2)

AB=\J(1}2- 07 + (12 - 12 = \Jal + 41 -3 2+ 1= /10-32
Y

b

De kleinste afstand tussen 4 en B is 2 en die ontstaat als de draaiingshoek van 4
gelijk is aan de draaiingshoek van B.
Dit geeft 2t=t+k - 2z
t=k-2n
t=0vit=2n
De grootste afstand tussen 4 en B is 4 en die ontstaat als de draaiingshoek van A
gelijk is aan de draaiingshoek van B plus m.
Ditgeeft 2t=¢t+n+k-2n
t=n+k-2n
t=n
¢ AB%=(3cos(r) — cos(2£))? + (3 sin(f) - sin(21))>
= 9 cos*(f) — 6 cos(r) cos(2£) + cos?(21) + 9 sin®(¢) — 6 sin(£) sin(27) + sin%(27)
=9+ 1 — 6(cos(2f) cos(¥) + sin(27) sin(£)) = 10 — 6 cos(2t — £)
=10—-6cos(?)
DusAB =/10 — 6 cos().
d /10— 6cos(r)=+/7
10 —6¢os(r)=17
6cos(f)=3
cos(?) = %
t=3m+k- 2nvit=-in+k-2n
0<t<2mgeeftt=3nvi= 157
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e Voerin y, =10 —6cos(x) en y, = 3.

De optie snijpunt geeft x = 1,403... en x = 4,879...
Yy

y =10 - G cos(l)

i N

1 |
| I
| I
| I
I I

N

I I
0 1,403... 4,879... 2n:r

AB <3 geeft0<¢<1,40 Vv 4,88<t<2n

Bladzijde 161
m a y= %\/5 geeft op de eenheidscirkel punten met richtingshoek }Tn en met richtingshoek %n.
Tussen deze twee punten ligt precies een kwart van de eenheidscirkel. De lengte van
de baan is dus § - 21+ 1 =3.
b Voor 4 geldt sin(2¢) = 2cos?(2)
sin(2f) = 2(1 — sin®(22))
sin(2f) =% — 2sin?(2¢)
13sin(2f) = 1 — sin(21)
sin?(2¢) + 13sin(2) — 1 =0
(sin(2) — )(sin(21) + 2) = 0
sin(2f) =3 v sin(2¢) = -2
=in+k-2nv2u=in+k-2n
t=11—27t+k-1tvt=15—21t+k-n
P(cos(%n), sin(én)) oftewel P(%\/g, %)
O(cos( ), sin(w)) oftewel O(-3+/3, 3)
¢ Voor B geldt 3sin(z) =3 - (3 cos(f))?
3 sin(f) = 6 cos(?)
sin(?) = 2 cos?(?)
Voer in y, = sin(x) en y, = 2 cos*(x).
De optie snijpunt geeft x = 0,895... enx = 2,245...
Dus t=0,895...ent=2,245...
R(3¢0s(0,895...), 35in(0,895...) oftewel R(1,874; 2,342)
S(3 cos(2,245...), 3sin(2,245...) oftewel S(-1,874; 2,342)

E a Substitutie van x =2 cos(f) en y = 2sin(?) in y =x + 1 geeft 2sin(#) = 2 cos(?) + 1.
Voer in y, = 2sin(x) en y, =2 cos(x) + 1.
De optie snijpunt geeft x~ 1,15 eny~ 1,82 enx = 3,57 en y = -0,82.
Voort=1,15isy~1,82enx=y—1=0,82.
Voor t=3,57isy=-0,82 enx=y—1~=-1,82,
Dit geeft de snijpunten (0,82; 1,82) en (-1,82; -0,82).
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b x=1 geeft2cos(?)=1

cos(f)=3
t=%n+k-2nvt=—%n+k-2n
Y

2 1
—~Ji=3n

- ) 2

__./t=“%TE

-2

x=1

De baan ligt rechts van de lijn x = 1 indien 2 cos(¢) > 1, dus als cos(?) > 5
en dit geeft - 31'6 <t<i 3.
De baan i Is de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 2.

ST
Dus ligt 32—75 = % deel van de cirkel rechts van de lijn x = 1.

De lengte van dit deel is 5 - 2+ 2 = 1.
¢ P(2cos(?), 2sin(?)) en O(cos(2f), sin(2f)) geeft
PQ? = (2cos(f) — cos(20))? + (2 sin(z) — sin(21))?
=4 cos*(f) — 4 cos(f) cos(27) + cos(2f) + 4sin’(£) — 4sin(7) sin(27) + sin?(21)
=4 cos*(f) + 4sin’(¢) + cos®(2¢) + sin?(2¢) — 4 cos(£) cos(2¢) — 4 sin(f) sin(27)
=4+ 1 — 4(cos(2f) cos(?) + sin(27) sin(z))
=5—-4cos(2t—1)
=5-4cos(?)
Dus PQ = /5 — 4 cos(?).
d Voeriny, =+/5—4cos(x) eny,=1,5.

De optie snijpunt geeft x =0,812... en x = 5,470...

—
N|—
><

— X
0] 0,812... n 5,470... 2n

Dus gedurende 5,470... — 0,812... = 4,66 seconde per rondgang.
e xp=xg geeft 2cos(r) = cos(2)

Voer in y, = 2cos(x) en y, = cos(2x).

De optie snijpunt geeft x = 1,9455... en x = 4,3376...

Voor de getekende situatie geldt ¢ = 1,946.
f Voor de andere situatie geldt ¢ = 4,338,

Q%ﬂ

=3 sin(% nt)

yjD =3 s1n( nt)}
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Bladzijde 163
m a De frequentie is %= 25 Hz.
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5 =20 cm.
Er zijn 25 trillingen per seconde, dus per kwartier zijn er 15 - 60 - 25 =22500
trillingen.
De afgelegde afstand in één kwartier is 22500 + 20 = 450000 cm = 4,5 km.

m amplitude = 10 geeft b =10
frequentie =3 Hz geeft c=2n -3 =6n
Dus u = 10sin(6 7t).

m a De omtrek van de cirkel met middelpunt P en straal 1,00 mis 2z - 1 =2 m.

De lengte van boog BC is 31?% 2r=0,1745 m.
b P

B A

4

sin(5°) = AlB, dus A’B = sin(5°).

BC=2A4'B=2sin(5°)~=0,1743 m
c b—A’B—s1n(5°) 0,09

2n \[ \[ \/W 313

d T= Zn\/; =27 lm = 2,01 seconde, dus de klok geeft ongeveer 1 tik per seconde.

@ a Door de figuur een kwartslag te draaien, zie je dat de projectie van P op de x-as op
hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de y-as.
Dus P” voert een harmonische trilling uit.
Xpr=Xxp=bcos(ct)
b y

y=X

Door de figuur een achtste slag te draaien, zie je dat de projectie van P op de lijn y = x
op hetzelfde neerkomt als de projectie van een eenparige cirkelbeweging op de y-as.
Dus de projectie van P op de lijn y = x voert een harmonische trilling uit.
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12.4 Bewegingsvergelijkingen met goniometrische formules

Bladzijde 165
m a Snijden met de x-as, dus y = 0.
y =0 geeft sin(4f) =0
dt=k-n
t=k-in
tin [0, 2x] geeft =0, t=%n,t=%n,t=%n,t=7t, t= 1};n,t= 1%n,t= l%n ent=2m
Het punt P gaat door de oorsprong voor =0, t=nent=2n
en snijdt de x-as in (-1, 0) voor ¢t = lé—n en in (1,0) voor ¢ = %n.
t= %n ent= %n geven x = sin(in) = sin(%n) = %\/Z dus xz = %\/5
t=1liment= 137 geven x = sin(157) = sin(137) = —%\/5, dus x,=-3+/2.
b Ciseentop,dusy.=1.
y =1 geeft sin(4t) =1
4t=in+k-2m
f=lntkln
t=gm geeft x = sin(z7) = 0,3826..., dus x-=~0,383.

Bladzijde 166
m a x = sin(2f) en y = sin(f) substitueren in y = -x + 1 geeft sin(f) = -sin(2f) + 1.
Voer in y, = sin(x) en y, = -sin(2x) + 1.
De optie snijpunt geeft x = 0,3552... en x = 1,5707...
t=1,5707... geeft sin(2¢) = 0 en sin(¢) = 1, dus het punt (0, 1).
t=0,3552... geeft sin(2¢) = 0,6521... en sin(f) = 0,3478..., dus het punt S(0,652; 0,348).
b De baansnelheid in O is v(0) = /(2 cos(0))? + (cos(0))> = \/(2 - 12+ 12=/5.

¢ 70=(0)-(ea0)-0)
tan(p) =5, dus ¢ ~ 26,6°.

Bladzijde 167
m a y= % geeft sin(r) =%
t=im+k- nvie=3in+k-2n
tin [0, 27] geeftt=é1t v t=§7t
X(5m) = sin(3m) = 54/3, dus x, =51/3.
x(%n) =sin(1%7) = -13/3, dus x.= -14/3.
CD=xp=xc=3\3--33=3
b De baansnelheid in D is
vGm) = (2eosGmY + (cosGm)P = (2 - 5P+ GyBP =1 +3= VF=37.

" G 1 ” 1
¢ VEm) = x’ég)=(%\ﬁ) enry_;_=(0)

b o] iorengo

cos(a) = (%\1/—3_)||((]))|"W1_ﬁ
Dus a = 40,9°.
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d x(¢)=0 geeft sin(2)=0
2t=k-m
=k %n
y(t) = 0 geeft sin(r) =0
t=k-m
Dus de baan gaat in [0, 2x] door de oorsprong voor t =0, f=m en ¢ = 2m.

v(0) = (;%) ) (20325(8)) ) (f) en ) (2 j;’jg;t)) ) (21)

()0

cos(f) = i (2)

R-2+1--1]  |a-1]

HE e

1
Dus f= 53,1°.

=]

@ a y=1geeftsin(B)=1
3t=im+k-2n
t=én+k . %n
1 =2 geeft A(sin(13m), sin(237)) = A(-31/3, 1)
x=-1 geeft sin(2r) =-1
2=1in+k-2n
t=%1t+k T
1= 37 geeft B(sin(13m), sin(23m)) = B(-1,3/2)
b x(f) = sin(2¢) en y(f) = sin(37) substitueren in y = x geeft
sin(37) = sin(2¢)
3t=2t+k-2nv3t=n-2t+k-2n
t=k-2nv5t=n+k-2n
t=k-2nvi=in+k-in
tin [0, 2m] geeft t=0vt=§nvt=%nvt=nvt= linvie= linvi=2n
Bij de oorsprong horen =0, t=m en ¢ = 2m.
Bij de andere punten horen ¢ = %n, t= %n, t= 1%% ent= 1%71
c x(H)= é— geeft sin(2f) = %
2t=in+k-2nv2=in+k-2n
t=11—27t+k'1rvt=15—27r+k'n
tin[0,2n) geeftt=gnvi=lgave=Fnve= 157
(1) =52 geeft sin(31) = 33/2
t=in+k- 2nv3t=%n+k- 2n
t=f—2n+k-%nvt=%n+k%n
tin [0, 2x] geeftt=11—2nvt=%nvt= 1%nvt=}¢nvt=%nvt= 157
Dus voor /= ;T en ¢ = 1357 passeert P het punt G %\/5),
dus de baan snijdt zichzelf in C(, 5v/2).
d x(¥) = sin(2¢) geeft x'(¢) =2 cos(2f)
(f) = sin(3¢) geeft y(¢) =3 cos(3¢)
P is voor het eerst in C op £= 5.
De baansnelheid in Cis dan

W) = (2eos(Em) + BoosGm)R = (2 337+ (- 12P =3 + 45 =73 =330,
e 50=0)-Goio) Bl )-Gein) -3
N K I
"R e
3 -3

Dus p = 67°.

e
13
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x =1 geeft sin(s ~ én) =1

t—im=sn+k-2n

t=§n+k - 2m
tin [0, 27] geeft t=3n
x(%n) = sin(%n) =1 eny(%n) = sin(l%n) = —%\/5, dus A(1,—%\/§).
x =7 geeft sin(z — in) =1

t—én=%n+k- 2nvt—%n=%n+k- 2n

t=3n+k-2nvi=mn+k-2n
tin [0, 27] geeftt=%nvt=n
yGm) =sinGn) =33 geeft B, 5v3)
y(m) = sin(2m) = 0 geeft C(3, 0)
Dus BC=3+/3.
x(f) = sin(z — én) en y(f) = sin(2f) substitueren in y = x geeft
sin(2£) = sin(z — 1)
A=t—in+k-2nv2a=n—(t—in)+k-2n
t=-im+k-2nv2=n—t+in+k-2n
t=-tn+k-2nv3t=lin+k-2n
t=—én+k- 2nvt=%n+k- %n
tin [0, 2n] geeft r=12nvi=%nvi= Ignve=15n
x(£) =0 geeft sin(z — én) =0

z—éﬂ:=k T
t=%n+k T

Dus de baan snijdt zichzelf voor £ =z en voor ¢= 117 in (0, 1,/3).
x(f) = sin(t — £ ) geeft x(£) = cos(t — L m)
W(t) = sin(2¢) geeft y(£) = 2 cos(2¢)

o[-0 ) s )

(1) ' (—11) =0, dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 90°.

De baansnelheid op ¢ =37 is

YGm) = V(cosGm) + 2eosGm) = GV32 + 2 1P =i+ 1= \E =147

Bladzijde 168
Bl a x=0geeftsin2)=0

2t=k-®w
t=k- %n

tin [0, 2n] geeft t=0vt=%nvt=nv t= l%nv t=2m

¥(0)=sin(3m) =33

¥m)=sinGm) =3

y(m)=sin(13m) = -51/3

y(13m) = sin(13m) =

y(2m) =sin(237) = 33

Dus A4(0, 54/3), B0, 3), C(0, -3) en D(0, -3/3).
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b x= —% geeft sin(2f) = —%
A=-im+k-2nv2=mn+in+k-2n
t=—%n+k-nvt=17—2n+k-n

tin [0, 2x] geeftt=%nvt=%nvt= 1%nvt= 1%1:

y(&m) = sin(j3m) = 0,26

Wigm) = sin(15m) =-5\2

y(l:5m) = sin(15 ) ~-0,26

15w = sin(24m) =542

Dus E(-1, 21/2) en H(-3, -3/2) en dit geeft EH = W2Z--n2=42.
¢ x(f) = sin(2f) geeft x(£) = 2 cos(2¢)

() = sin(t + 3 ym) geeft y'(f) = cos(t + l7t)

s~ (1) (o) 2]
Y0t Y IRV Y-
(2O e enr 1 e s

Dus ¢ =67°.
d De baansnelheid in E is

(1) = \[2cos(3Em)? + (cos2im) = /4 - G\B) + E2)P = 3 + 1 =114,

cos(p) =

@ a x(a)=sin(2a) en y(a) =sin(a + 3 n) dus T(sin(2a), sin(a + 3 n))

x(a+m)=sin(2(a +m)) = sm(2a +27) = sin(2a) en y(a + n) =sin(a+n+3 n) =sin(a + 13 37,
dus U(sin(2a), sin(a + 13 3T)).

TU=|y,~yy| = |sin(a +3n) - sin(a + 1im)| = | sin(a + 37) — -sin(a + 37) | = | 2 sin(a + 37m) |

b [2sin(a+in)|=1

2sin(a + %n) =1 v 2sin(a+ %n) =
sin(a + sm) = v sin(a+3m) =3
a+%n=%n+k- 2nva+%n=%n+k- 2nva+%n=-én+k- 27tva+:1;n= 1%7[+k'211:
a=—%n+k- 2nva=%n+k- 2nva=-%n+k~ 2nva=%n+k' 2n

-1

05a§2nen0§a+n§2noftewel05a§ngeefta=%nva=%n.

(53 JU I
X 1 0 |-1
y 1 |-11]1

b y=px’+gq 20
door (0,-1)f P °1+q -l

y=px’—1 1_ 1=
door (1, l)J 1 1=1

Dusp—2enq——1.

T

Bl—

3
n|zm |1

=
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Bladzijde 170
Eﬁﬂ Substitutie van x = sin(z — }‘n) eny=sin(2¢) in y =-2x? + 1 geeft
sin(27) = 2sin(z - fm) + 1
sin(2¢) = 1 — 2sin(¢ — 1 7)
sin(27) = cos(2(t — ;7))
sin(2¢) = cos(2¢ — %n)
sin(2¢) = sin(2¢ — %n + %n)
sin(2f) = sin(2f)
Dit klopt voor elke .

x=sin(t— }Tn) Bij de parametervoorstelling hoort de formule y=-2x2+ 1 met -1 <x < 1.

-1 Ssin(t—}‘n) <1

B a 2<2sin(f)<2,dus-2<x<2.
-1 Ssin(ZI—%n)S l,dus-1<y<1.
Dus de keerpunten zijn (-2, 1) en (2, 1).
b StelK:y=ax?+5b.
x=0geeftt=0eny(0)= sin(—%n) =-1, dus door (0,-1).

= 950
y=ax +b}a-02+b=—1

door (0, -1) .
-2
y—ax—l} 2 _
a*2°-1=1
door (2, 1) 4a=2

_1
a=-=

2
Vermoedelijk hoort bij K de formule y = %xz —lmet-2<x<2.
Substitutie van x = 2 sin(¢) en y = sin(2¢ — %n) iny= %xz — 1 geeft
sin(2¢ — 3m) =12 sin())? - 1
cos(2t—3m—im)=1" 4sin(H) -1
cos(2¢t —m) =2sin’(¢) — 1
cos(2t + 1) = -1+ 2sin%(¥)
-cos(2¢) = ~(1 — 2 sin’(¥))
cos(2f) = cos(2f)
Dit klopt voor elke #, dus bij K hoort de formule y = %xz —1met-2<x<2.

£l Substitutie van x = sin(f) en y = sin(27) in ? = 4x2 — 4x* geeft
sin%(2¢) = 4 sin(f) — 4 sin(f)
(2sin(f) cos(£))* = 4 sin’(¢) (1 — sin¥(?))
4sin’(f) cos?(f) = 4 sin®(f) cos(7)
Dit klopt voor elke ¢.
x = sin(?) Bij de baan van P hoort de formule y* = 4x% — 4x* met -1 <x < 1.
-1 <sin(f) <1

Bl a -1<sin()<1,dus-1<x<1.
-1<sin(3) <1, dus—1<y<1.
Dus de keerpunten van Kzijn (-1,1) en (1,-1).
b Substitutie van x = sin(f) en y = sin(37) in y = 3x — 4x geeft
sin(3¢) = 3 sin(?) — 4sin’(¥)
sin(z + 21) = 3 sin(f) — 4sin’(¥)
sin(#) cos(2£) + cos(#) sin(2¢) = 3 sin(£) — 4 sin3(f)
sin(f) (1 — 2sin()) + cos(?) - 2sin(#) cos(£) = 3 sin(f) — 4sin3(¢)
sin(#) — 2sin’(7) + 2 sin(z) cos(?) = 3 sin(?) — 4 sin3(¥)
sin(f) — 2 sin®(#) + 2sin(?) - (1 — sin%(f)) = 3 sin(¢) — 4 sin(¥)
sin(f) — 2 sin’(¢) + 2 sin(z) — 2 sin®(¥) = 3 sin(z) — 4 sin’(¥)
3sin(f) — 4sin®(7) = 3 sin(f) — 4sin®(7)
Dit klopt voor elke ¢, dus alle punten van K liggen op de grafiek van y = 3x — 4x3,
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-2<2cos(f) <2,dus -2<x<2endit geeftc=-2end=2.
-1<cos(3)<1,dus-1<y<1.
Dus de keerpunten zun ( -2,-en (2, 1).
x(3 )= 2cos(31t) 2145 =7l eny(3 1) = cos(m) = -1, dus door (1, -1).

3
{1 “";f"} Bipe2=1
oor(2,1) ) g, 42p=1

y=ax’+bx| s =
door (1,—1)}a LGRS
+b=-1

8a+2b=1.1| o {Bat2b=1
a+b=-1 [2/5"\2a+26=-2
6a =3

1

a=; 1 p=o

atb= —1} Pl

b=-13

Vermoedelijk hoort bij de baan van P de formule y= 2x - 12x met -2<x<2.
Substitutie van x =2 cos(f) en y =cos(3#) iny = 2)c - 12x geeft
cos(3) =3(2 cos(t))3 — 13 - 2cos()
cos(2t + ) =5 - 8cos(#) — 3 cos()
cos(2r) cos(t) — sin(2f)sin(¢) = 4 cos*(f) — 3 cos(?)
(2 cos(f) — 1) cos(#) — 2 sin(f) cos(f) sin(?) = 4 cos3(¢) — 3 cos(?)
2 cos3(f) — cos(f) — 2 sin®(f) cos() = 4 cos’(f) — 3 cos(?)
2 cos¥(f) — cos(f) — 2(1 — cos?(¥)) cos(f) = 4 cos*(r) — 3 cos(?)
2 cos3(f) — cos(f) — 2 cos(£) + 2 cos*(#) = 4 cos*(r) — 3 cos(?)
4 cos’(f) — 3 cos(f) = 4 cos*(£) — 3 cos(?)
Dit klopt voor elke ¢, dus bij de baan van P hoort de formule y = 2x - 12x met -2 <x<2.

m Noem M het midden van OP.
Er geldt MS L OP en MS=OM=30P

Duss =m+MS=3p+m =5p +35p;.

Bladzijde 172

-y > 2sin(f) | | 1{2sin(27)\ _ (sin(?) + sin(27)
[ 7=27 +1px= (2sm(2z))+5(—2sin(t))’(sin(zr)—sin(z))

x,(f) = sin(?) + sin(2f)
. { yalt) = sin(24) — sin)

[ a g=da+AQ=a+;AP +34P;
5-i={yam) - (0)= ()
e,

(2) (2 sin(f) — 2) gl ( 2sin(21) ) 3 (2 +sin(f) — 1+ sin(2t)) B (sin(Zt) + sin(?) + 1)
0 2 sin(2f) 2\2 - 2sin(f)) ~ \ sin(26) + 1 —sin(?) - \sin(2¢) — sin(#) + 1

{x o(f) = sin(21) + sin(?) + 1
yo(t) = sin(2f) — sin(?) + 1

N LN
= wi
I

Ql
]
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F=Z+TR=3+Z?R=(2)+( 2sin(27) ):(2+2sin(21))

0/ \2-2sin(®) 2 —2sin(?)
y=1geeft2—2sin(r)=1
-2sin(f) =-1
sin(f) =1

t=%n+k'2nvt=%n+k'2n
tin {0, w) geeftt=énvt=%7t
x(gm)=2+2sinGm)=2+2-1/3=2+3
x(%n)=2+2sin(1§n)=2+2-—%\/§=2—\/§
Dus de snijpunten zijn (2 + \/5, 1) en (2—\/5, D).

g=p+PQ=p+P4,
ﬁ:g_;:(“)_( 2sin(?) ):( 4 - 2sin(r) )

0/ \2sin(t—zm)) \-2sin(z - 3m)

. 1
o (2 sin(f - ;n))
4 — 2sin(7)
> ( 2sin(?) ) % (2 sin(z — }‘n)) B ( 2sin(?) + 2sin(¢t — 37) )
~\2sin(r—3m)) "\ 4-2sin(r) ) \2sin(r - 1x) + 4 - 2sin(p)

x,(f) = 2sin(f) + 2 sin(z — ;)
e {,Vi(f) =2sin(t - gm) — 2 sir41(t) +4

Voer in y, = 2sin(x — 37) — 2 sin(x) + 4.

De optie minimum geeft x = 0,392... en y = 2,469...

Het maximum van y(7) = 2sin(f — ;) is 2.

Dus het laagste punt van de baan van Q ligt hoger dan het hoogste punt van de baan
van P.

Bladzijde 173

[E «a

© Noordhoff Uitgevers by

s=a+AS=a+3A4P +14P,

_—> - _[4cos(®)} (4 [4cos(h—4 [ 6sin(p)
—pTaz (6 sin(t)) N (o) N ( 6sin(?) ) geeft AP = (4 - 4cos(t))
_ (4) = 1(4 cos(?) — 4) N l( 6sin(?) ) _ (4 +2cos()—2+3 sin(t)) _ (2 +3sin(f) +2 cos(t))
0/ 2\ 6sin(9) 2\4 — 4 cos(?) 3sin(f) + 2 — 2 cos(?) 2+ 3sin(#) — 2 cos(r)
S {xs(t) =2+ 3sin(?) + 2 cos(z)
ys(#) =2+ 3sin(¥) — 2 cos(¥)
Substitueren van x = 4 cos() en y = 6 sin(f) in 9x? + 4)? = 144 geeft
9 - (4cos())* +4 - (6sin(r))? =144
9 - 16cos?(?) + 4 - 36sin(f) = 144
144 cos(7) + 144 sin(7) = 144
cos(1) + sin®(f) = 1.
Dit klopt voor elke #, dus bij de baan van P hoort de formule 9x2 + 4)2 = 144.
x =2+ 3sin(f) + 2cos(f) en y = 2 + 3 sin(f) — 2 cos(?) substitueren in 9x? + 4y% = 144 geeft
9(2 + 3sin(f) + 2 cos(#))? + 4(2 + 3sin(?) — 2 cos(r))? = 144.
Voer in y; = 9(2 + 3 sin(x) + 2 cos(x))* + 4(2 + 3 sin(x) — 2 cos(x))? en y, = 144,
De optie snijpunt geeft x =2,583...
1=2,583... geeft x =2 + 35in(2,583...) + 2 c0s(2,5683...) ~ 1,89 en
y=2+3sin(2,583...) — 2 cos(2,583...) ~ 5,29.
Dus B(1,89; 5,29).

=
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o > 1~ 1> _1f 2sin(2) \ 1[2sin(+ )| _ (sin(2) + sin(t + z7)
B g=2p +3px= 5(2 sin(s + }Tn)) - 5( -2sin(21) ) - (sin(t +imy— sin(2t))
e oman e o]

D {3 S by in

x = sin(2f) + sin(z + %n) eny=sin(z+ %n) — sin(2f) substitueren in y = -x geeft

sin(t + L) — sin(27) = -sin(2¢) — sin(t + 37)

2sin(t+3m) =0

sin(z + 4177[) =0

r+ %n =k'm

t=-in+k-m

%n <i< lin geeft 1= %n

t =2 geeft x = sin(13m) + sin(m) = -1

Dus A(-1, 1).

m x=2sin(27) en y=23in(t+‘1—‘n) substitueren in y = —x geeft
2sin(t + ;1) = -25sin(27)
sin(z + }Tn) =-sin(2¢)
sin(f + }Tn) = sin(2¢ + 1)
t+}‘7t=2t+7t+k‘275Vl‘+‘111t=1t—(2t+7t)+k'2n
t=3n+k-2nvitym=n—2t-n+k-2n

t —%n+k-2nv3t=—%n+k-21t

t —%n+k-2nvt=—ﬁn+k-%n

1

gn<t< 1 geeftt=rmv = 137

xpm) =2sin(1tm) =2 -2 =-1 en yp(fm) = 2sinGm) =2 - 5= 1
Dus het punt A(-1, 1) ligt op beide banen.

xp(f) = 2 5in(21) geeft x,(f) = 4 cos(2/)

yo(f) = 2sin(t + 1) geeft (1) = 2 cos(t +5m)

- ()10
s yp’(f—zn) 2cosGm)/ \2--31f3) \-\3
x(f) = sin(2f) + sin(z + ;) geeft x,’(t) = 2 cos(2¢) + cos(t + )
yo() —sin(£+ %n) sin(27) geeft y, () = cos(t + ;I;n) —2cos(2f)

5 3 xQ’(%n) 2 cos(l%n) +cos(m)y (2-0+-1 -1

voam={ %3 ]= - Ik VPSS et
v Gm)/  \cos(m) — 2 cos(13m) 1-2-0 1

-243) . o 1 . y

B \/5 is niet evenwijdig met 1) dus de banen raken elkaar niet op de lijn y = —x.

Diagnostische toets

Bladzijde 176
n a sin(3x—}7n)=cos(2x)
cos(3x—%n)=cos(2x)
3x—%n=2x+k-2nv3x—%n=—2x+k-2n
x=%n+k-2nv5x=%n+k-27r
x=%n+k-27tvx=23—01t+k-%n

. 3 3 1l 19
xin[0, ] geeftx =3 VX=53AVIX=TVX= 3TN
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b 2cos*(2x) +sin(2x) =1
2(1 —sin?(2x)) + sin(2x) = 1
2 — 25in?(2x) + sin(2x) = 1
2sin?(2x) —sin(2x) — 1 =0
Stel sin(2x) = u.

2t —u—1=0

D=(-12-4-2--1=9

u=1+3=1vu=—_ =-1
4 4 2

sin(2x) = 1 v sin(2x) =-1
2x=%n+k-2nv2x=—én+k-2nv2x=1én+k'2n
x=}1n+k'nvx=—ﬁn+k-nvx=%n+k'n
xin[0, 2x] geeftx=}‘nvx= 1%nvx=%nvx= 1%nvx=%nvx=l%n
c cos(%nt)=—sin(ént)

cos(%nt)=sin(é1tt+7r)

cos(%nt)=cos(ént+%n)

%m‘=%m‘+%n+k- 2nv§m‘=-ént—%n+k- 2n

%m‘=%n+k-2nv%nt=—%n+k-2n

t=25+k-83vi=-B+k-32

tin [0, 10] geeft t=23v t=25 v =6 v =92

sin(3x) cos(15x) + cos(3x) sin(14x) = sin(bx + 11x) = sin(2x)

sin(3x) sin(5x) + cos(3x) cos(5x) = cos(3x — 5x) = cos(-2x) = cos(2x)
25in(3x)cos(3x) = sin(2 - 3x) = sin(6x)

2c0s?(5x) — 1 = cos(2 * 5x) = cos(10x)

an oae

=l a sin(x+ %n) = 25sin(2x) cos(2x)

sin x+%1t)=sin(4x)
x+%n=4x+k'2nvx+%n=n—4x+k'27t
—3x=~%n+k'2nv5x=§—.n+k-2ﬂ:
x=$n+k-§nvx=12—57t+k'%n
b sin®(2x) + 5 = cos(4x)
sin®(2x) + 7 = 1 — 2sin?(2x)
35in%(2x) =3
sin2(2x) =1
sin(2x) =3 v sin(2x) =-1
d=gmtk-2nv2x=in+k-2nv2x=-ln+k-2mvox=1lin+k-2n

1 5 1 7
x=pntk-nvx=grtk-avx=-prntk-avi=gpatk-n

3 »=sin?(2x) + 2 cos?(2x) + 3 cos(4x) = sin?(2x) + cos?(2x) + cos?(2x) + 3(2cos?(2x) — 1)
= 1+ c0s?(2x) + 6cos?(2x) — 3 =-2 + 7 cos?(2x) =2 + 7 cos?(x) — 3+ + 31
=13+ 33(2cos?(x) — 1) = 15 + 31cos(4x)

B a f(53n—p)+f(13n+p)=sin(3n—2p) + cos(1in — p) + sin(3n + 2p) + cos(1Lm + p)
= sin(3m) cos(2p) — cos(3m) sin(2p) + cos(l%n) cos(p) + sin(l%n) sin(p)
+ sin(3m) cos(2p) + cos(3n) sin(2p) + cos( 1%7:) cos(p) —sin(1 %n) sin(p)
=2sin(3n)cos(2p) +2 cos(l%n) cos(p)=2-0-cos(2p)+2-0-cos(p)=0
Er geldt f(15n—p) + f(1in + p)=0.
Dus de grafiek van f'is symmetrisch in het punt (I%n, 0).
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f(n— p) =2sin*(n — p) cos(n — p) = 2sin*(p) * —cos(p) = -2 sin?(p) cos(p)
f(m+ p) =2sin?(n + p) cos(n + p) = 2(-sin(p))* - -cos(p) = -2 sin?(p) cos(p)
Er geldt f(m— p) =f(n + p), dus de grafick van fis symmetrisch in de lijn x = 7.

ﬂ f(x) =0 geeft 2sin(x) =0
sin(x)=0

x=k'm
T

T T T
KL)= nj(z sin(x))? dx = nj4 sin?(x) dx = njz (1 —cos(2x))dx =1 j (2 — 2 cos(2x)) dx
0 0 0
=n[2x —sin(2x)]§=n(2n—0—0)=2n2
u f(x) =0 geeft 1 - 2cos?(x) — cos(x) =0

Stel cos(x) =u.

1-262—u=0

2 +u—1=0

D=12-4-2--1=9

STy TIVET Ty

cos(x)=%vcos(x)=—1

x=im+k-2nvx=-sn+k-2nvx=mn+k-2n

x in [0, ] geeftx=%7tvx=1t

T

j.[ (1 — 2 cos*(x) — cos(x))dx = j (-cos(2x) — cos(x)) dx

il

o)

.4 in

[ % 1n(2x) = sm(x)] = —%sm(2n) — sin(mw) — (—5sin(§ M) — sin(% 7))
=0-

W3+33=3\3
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Bladzijde 177
"} a Hetpunt 4 doorloopt de cirkel met middelpunt O en straal 2.
Het punt B doorloopt de cirkel met middelpunt O en straal 3.
De minimale afstand is 3 —2 =1 voor 2 =2¢+k - 2

~13t=k-2n
t=k- 13m
Dus de afstand is minimaal voor =0, t= 137, = 2%ment=4n.
De maximale afstand is 3 +2 =5 voor 57 =2t+n+k - 2n
—l%t =ntk-2n
t=-3n+k-1in
Dus de afstand is maximaal voor r=2x, =2m en 1= 33m.
b 4B =(3cos(2f) — 2cos(31))* + (3 sin(2z) — 2sin(3 1))?
= 9cos*(21) — 12 cos(21) cos(3 £) + 4 cos(37) + 9sin¥(2¢) — 12 sin(2f) sin(27) + 4sin’(L 1)
=9 +4 - 12(cos(2) cos(3 ) + sin(27) sin(37))
=13 —12cos(2t — 37)
=13 - 12cos(137)
Dus4B =413 — 12cos(151).
¢ AB= \/7 geeft \/13—12 cos(lgI 1= \/7
13— 12cos(13) =7
12cos(137)=6
cos(137) =1
Lst=in+k-2nvir=-tn+k-2n
t=in+k-lynvi=-3n+k- lin

tin [0, 4x] geeﬁt=§nvt=1§nvt=2§nvt= lénvt=2§nvt=32—,n

B} a u=bsin2nf)
b = amplitude = 5
f=4Hz
Dus u = 5 sin(8n).
b Per trilling is de afgelegde afstand 4 - 5=20 dm =2 m.
Er zijn 4 trillingen per seconde, dus per uur zijn er 3600 - 4 = 14400 trillingen.
Dus in een uur is de afgelegde afstand 14400 - 2 m = 28 800 m = 28,8 km.

[ a y=—%\/§geeft cos(2t—§1t)=—% 3
2t—%n=§n+k-2nv2t—%n=—%n+k~2n
2=lgmn+k-2nv2=-in+k-2n
t=%n+k'nvt=—in+k-n

tin [0, l%n] geeftt=%7: v t=%n
x(m) = sin(13m) = -3+/2
xGm) = sinQ2fm) =12
Dus AB =32 —-1/2= 2.

b -1<sin(3H<1,dus-1<x<I.
-1 Scos(Zt—%n)S l,dus-1<y<1.
Dus de keerpunten zijn (-1,1) en (1, 1).
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t=k-

#0) = cos(-3m) =
y(a m)= COS(3 n) =
yGm) = COS(ﬂ) =
Wm) = cos(l ) =

x =0 geeft sin(31) =0

3t=k-m
in
xin [0, 15 n]geeftt—Ovt—3nvt——nvt—nvt—1 T

5
2

1
-1
1
2

y(l3 T) = cos(23 m) =

x(?) = sin(37) geeft x'(¢) = 3 cos(37)
9(f) = cos(2t — ;) geeft (1) =2 sin(2t —1in)

4= (07)-

=) (

e

3 08(311:)
2 sin(15 1:)

)-(3)

o I )| 7 oo Ja e

Dus ¢ =60°.

y =0 geeft cos(2r — gn) +sin(3H) =0
cos(2t — +m) = ~sin(37)
cos(2t — +m) =-cos(3t — i)
cos(2t — 3m) = cos(3t + 3 m)
2t—%n=3t+%n+k- 2nv2t—%n=—3t—%n+k- 2n
-t=3n+k- 2nv5t=-tn+k-2n
t=-in+k- mvi=-mutk-in
tin [0, 137] geeft ¢ = lénvt=%nvt=§—gn

xo(lgm)=-2
xo(35m) = 0,618
xo(3om) = 1,618
Dus voor ¢ = §—3n.

Hoofdstuk 12

v&m) =@ Gm)Y + (Gm) =B eos2m)? + (-2sin(@) = (3 * 17+ (-2 07
32+02=3
Dus de baansnelheid is 3.

§-0B + P05+, -

Dus {i oH)=sin(37) — cos(2t— 1m)
us Q(t) cos(2t - —’n:) + sin(3¢)

sin(37) — cos(2f — 37)

-cos(2f — %n) _
cos(2 — +m) + sin(37)

cos(2t — %n)
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